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Zeit, Struktur und Fluktuationen (Nobel-Vortrag)[**]

Von Ilya Prigoginel"]

Wir haben uns mit den grundsitzlichen Problemen einer thermodynamischen Konzeption
befaBt, die sich aus den mikroskopischen und makroskopischen Aspekten des zweiten Haupt-
satzes der Thermodynamik ergeben. Es wird gezeigt, daBl Nichtgleichgewicht eine Quelle fiir Ord-
nung werden kann und daB irreversible Prozesse zu einer neuen Art von dynamischen Zustin-
den der Materie fiihren konnen, den ,dissipativen Strukturen®. Die thermodynamische Theorie
solcher Strukturen wird skizziert. Eine mikroskopische Definition der irreversiblen Prozesse
wird vorgestellt, und es wird eine Transformationstheorie entwickelt, die es uns erméglicht, nicht-
unitidre Bewegungsgleichungen einzufiihren, welche explizit Irreversibilitdt und Annéherung an
das thermodynamische Gleichgewicht erkennen lassen. Die Arbeiten der Briisseler Gruppe auf
diesem Gebiet sollen hier in einer Ubersicht zusammengefaBt werden. Wir glauben, daB wir
erst am Anfang einer neuen Entwicklung der theoretischen Chemie und Physik stehen, in der
thermodynamische Konzeptionen eine immer groBere Rolle spielen werden.

1. Einfiihrung

In Physik und Chemie steht das Zeitproblem in enger Bezie-
hung zur Formulierung des zweiten Hauptsatzes der Thermo-
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dynamik. So konnte der Titel dieses Vortrages auch anders
lauten: ,,Die makroskopischen und mikroskopischen Aspekte
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik®.

Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, daB der zweite Haupt-
satz der Thermodynamik in der Geschichte der Naturwissen-
schaft eine grundlegende Rolle weit jenseits seines urspriing-
lichen Geltungsbereiches gespielt hat. Es geniigt, Boltzmanns
Arbeit iiber die kinetische Theorie, Plancks Entdeckung der
Quantentheorie oder Einsteins Theorie der spontanen Emis-
sion zu erwihnen, die alle auf dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik basieren.

Es ist die Hauptthese dieses Vortrages, daBl wir erst am
Anfang einer neuen Entwicklung der theoretischen Chemie
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und Physik stehen, in der thermodynamische Konzeptionen
eine noch wichtigere Rolle spielen werden als zuvor. Wegen
der Komplexitit des Gegenstandes werden wir uns hier haupt-
sichlich auf konzeptionelle Probleme beschrianken. Diese Pro-
bleme haben sowohl makroskopische als auch mikroskopische
Aspekte. So ist zum Beispiel aus makroskopischer Sicht der
Begriff der Gleichgewichtsstrukturen, etwa der Kristalle, durch
die klassische Thermodynamik groBtenteils geklart.

Das thermodynamische Gleichgewicht kann durch das Mi-
nimum der Helmholtzschen freien Energie beschrieben wer-
den, die gewShnlich durch

F=E-TS (1.1)

definiert wird. Haben die meisten Formen von ,,Organisation*
in unserer Umgebung diese Beschaffenheit? Es geniigt schon
eine solche Frage um einzusehen, daB die Antwort negativ
ist. In einer Stadt, in einem lebenden System, haben wir offen-
bar eine ganz andere Art von funktioneller Ordnung. Um
fiir diese Art von Struktur eine thermodynamische Theorie
zu bekommen, miissen wir zeigen, daB Nichtgleichgewicht
eine Quelle fiir Ordnung sein kann. Irreversible Prozesse konnen
zu einer neuen Art von dynamischen Zustinden der Materie
fihren, die ich ,dissipative Strukturen“ genannt habe. Die
Abschnitte 2-4 sind der thermodynamischen Theorie solcher
Strukturen gewidmet.

Chemie und Biologie haben heutzutage ein spezielles Inter-
esse an diesen Strukturen. Sie offenbaren einen einheitlichen,
iibermolekularen Charakter, der seinerseits zu neuen, recht
spektakuldren Erscheinungen fiihrt, beispielsweise in bioche-
mischen Zyklen mit oszillierenden Enzymen.

Wie entstehen solche einheitliche (kohdrente) Strukturen
als Ergebnis reaktionsfahiger ZusammenstoBe? Diese Frage
wird in Abschnitt 5 kurz diskutiert. Wir betonen, dal3 die
herkémmliche chemische Kinetik einer Molekularfeldtheorie
wie etwa der van der Waalsschen Theorie der Zustandsglei-
chung oder der Weillschen Theorie des Ferromagnetismus
entspricht. Genau wie in diesen Fillen versagt die Molekular-
feldtheorie in Instabilitdtsnihe, wo die neuen dissipativen
Strukturen entstehen. Hier spielen (wie in der Gleichgewichts-
theorie) statistische Schwankungen (Fluktuationen) eine we-
sentliche Rolle.

In den beiden letzten Abschnitten wenden wir uns mikrosko-
pischen Aspekten zu. Wir fassen die neueren Arbeiten unserer
Gruppe auf diesem Gebiet kurz zusammen. Diese Arbeiten
fiihren zu einer mikroskopischen Definition der irreversiblen
Prozesse. Das wird allerdings nur durch eine Transformations-
theorie moglich, die die Einfilhrung neuer nichtunitirer
Bewegungsgleichungen gestattet, welche explizit Irreversibili-
tdt und Annidherung an das thermodynamische Gleichgewicht
zeigen.

Die Einbeziehung thermodynamischer Elemente flihrt zu
einer Neuformulierung sowohl der klassischen als auch der
Quantenmechanik. Das iiberrascht auBerordentlich. Seit der
Jahrhundertwende waren wir darauf gefalt, neue theoretische
Strukturen in der Mikrowelt der Elementarteilchen oder in
der Makrowelt kosmischer Dimensionen zu finden. Nunmehr
sehen wir, daB sogar fiir Erscheinungen in unserem GroBenbe-
reich die Einbeziehung thermodynamischer Elemente zu neuen
theoretischen Strukturen fiihrt. Das ist der Preis, den wir
fir eine Formulierung von theoretischen Methoden zahlen
miissen, in denen die Zeit in ihrer vollen Bedeutung erscheint,
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in denen sie mit Irreversibilitdt oder sogar mit ,,Geschichte®
verkniipft ist und nicht nur als geometrischer Parameter mit
der Bewegung verbunden auftritt.

2. Entropieerzeugung

Die grundlegende Unterscheidung von ,reversiblen” und
Lirreversiblen® Prozessen ist das Kernstiick des zweiten Haupt-
satzes der Thermodynamik!!), Das fiihrt schlieBlich zur Einfiih-
rungder Entropie S und zur Formulierung des zweiten Haupt-
satzes der Thermodynamik. Die klassische Formulierung nach
Clausius bezieht sich auf isolierte Systeme, die weder Energie
noch Materie mit der AuBenwelt austauschen. Der zweite
Hauptsatz stellt dann lediglich die Existenz einer Funktion,
der Entropie S, fest, die solange monoton ansteigt, bis sie
im thermodynamischen Gleichgewichtszustand ihr Maximum
erreicht

ds
Z>0 2.1}
dt = (

Diese Formulierung 148t sich leicht auf Systeme ausdehnen,
die Energie und Materie mit der AuBenwelt austauschen (siehe
Abb. 2.1).

4,5

Abb. 2.1. Der Entropieaustausch zwischen auBen und innen.

Bei der Entropieinderung dS miissen wir dann zwei Terme
unterscheiden: der erste, d.S, ist die Entropieiiberfiihrung
durch die Systemgrenzen, und der zweite, d;S, ist die innerhalb.,
des Systems erzeugte Entropie. Der zweite Hauptsatz setzt
dann voraus, dal die Entropieerzeugung innerhalb des Sy-
stems positiv (oder Null) ist

diSz0 2.2)

Hier ist grundsitzlich zwischen ,reversiblen Prozessen® und
irreversiblen Prozessen*“ zu unterscheiden. Nur irreversible
Prozesse tragen zur Entropieerzeugung bei. Der zweite Haupt-
satz driickt klar den Tatbestand aus, daB irreversible Prozesse
eine Richtung der Zeit einfithren. Die positive Zeitrichtung
ist mit dem Anstieg der Entropie verbunden. Wir wollen die
deutliche und sehr spezifische Art hervorheben, in der die
Richtung der Zeit im zweiten Hauptsatz erkennbar wird. Ent-
sprechend seiner Formulierung fiihrt er zur Existenz einer
Funktion mit recht spezifischen Eigenschaften, etwa der, da3
sie fiir ein isoliertes System im Verlauf der Zeit nur zunehmen
kann. Solche Funktionen spielen eine groBe Rolle in der mo-
dernen Stabilitidtstheorie, die durch das klassische Werk von
Ljapunow begonnen wurde. Aus diesem Grund werden sie
Ljapunow-Funktionen (oder -Funktionale) genannt.

Die Entropie S ist eine Ljapunow-Funktion fiir isolierte
Systeme. Wie in allen Lehrbiichern gezeigt wird, sind die
thermodynamischen Potentiale wie die Helmholtzsche oder
Gibbssche freie Energie auch Ljapunow-Funktionen flir ande-
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re ,,Grenzbedingungen* (wie etwa aufgepriigte Werte der Tem-
peratur oder des Volumens).

In all diesen Fillen bewegt sich das System zu einem Gleich-
gewichtszustand, der durch die Existenz eines thermodynami-
schen Potentials charakterisiert ist. Dieser Gleichgewichtszu-
stand hat eine ,,Anziechungskraft” fiir Nichtgleichgewichtszu-
stinde. Dies ist ein wichtiger, von Planck mit Recht betonter
Aspekt!!],

Jedoch existieren die thermodynamischen Potentiale nur
fiir Ausnahmesituationen. Die Ungleichung (2.2), die kein tota-
les Differential einer Funktion enthilt, ermoglicht es im allge-
meinen nicht, eine Ljapunow-Funktion zu definieren. Bevor
wir auf diese Frage zuriickkommen, mdchten wir hervorheben,
daB3 der zweite Hauptsatz der Thermodynamik 150 Jahre
nach seiner Formulierung immer noch eher ein Programm
als eine wohldefinierte Theorie im iiblichen Sinne ist, da (auBer
dem Vorzeichen) nichts Prézises iiber die Entropieerzeugung
ausgesagt wird. Sogar der Giiltigkeitsbereich dieser Unglei-
chung blieb unbestimmt. Das ist einer der Hauptgriinde, wes-
halb die Anwendungen der Thermodynamik im wesentlichen
auf das Gleichgewicht beschrinkt geblieben sind.

Um die Thermodynamik auf Nichtgleichgewichtsprozesse
auszudehnen, benotigen wir einen expliziten Ausdruck fiir
die Entropieerzeugung. Einen Fortschritt in dieser Hinsicht
brachte die Annahme, dal die Entropie auch auBerhalb des
Gleichgewichts von denselben Variablen wie im Gleichgewicht
abhiingt. Das ist die Annahme des ,lokalen“ Gleichgewichts!2),
Sobald wir diese Annahme gelten lassen, erhalten wir fiir
P, die Entropieerzeugung pro Zeiteinheit,

P:—d‘—S=ZJpxpgo 23)

dt ~ 4
wobei die J , die Fliisse der verschiedenen irreversiblen Prozesse
sind (chemische Reaktionen, Wirmestrom, Diffusion ...), und
die X, die entsprechenden verallgemeinerten Krifte (Affinita-
ten, Temperaturgradienten, Gradienten der chemischen Poten-
tiale ...). Dies ist die grundlegende Formel der makroskopi-
schen Thermodynamik irreversibler Prozesse.

Es sei betont, da wir zur Ableitung des expliziten Ausdrucks
(2.3) fiir die Entropieerzeugung Hilfsannahmen benutzt haben.
Diese Formel kann nur fiir eine gewisse Nihe des Gleichge-
wichts aufgestellt werden (siehe '®)). Diese Nachbarschaft defi-
niert das Gebiet des ,Jlokalen“ Gleichgewichts, welches wir
in Abschnitt 7 vom Standpunkt der statistischen Mechanik
diskutieren werden.

Im thermodynamischen Gleichgewicht haben wir gleichzei-
tig fiir alle irreversiblen Prozesse

J,=0 und X,=0 (2.4)

Es ist deshalb — wenigstens in Gleichgewichtsnihe — ganz
natiirlich, lineare homogene Beziehungen zwischen den Fliis-
sen und den Kriften anzunehmen. Eine solche Darstellung
schlieBt automatisch empirische Gesetze wie das Fouriersche
Gesetz ein, welches besagt, dal der Wirmestrom proportional
dem Temperaturgradienten ist, oder das Ficksche Gesetz der
Diffusion, welches aussagt, daB der Diffusionsstrom proportio-
nal dem Konzentrationsgradienten ist. Auf diese Weise erhal-
ten wir die lineare Thermodynamik irreversibler Prozesse,
die durch die Beziehungen
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Jy=2 Loy Xy (2.5)
P

charakterisiert ist/*1,

Die lineare Thermodynamik irreversibler Prozesse wird von
zwei wichtigen Ergebnissen beherrscht. Das erste wird durch
die Onsagerschen Reziprozititsbeziehungen ausgedriickt!®!,
welche besagen, dal

Lop =Ly (2.6)

Wenn der dem irreversiblen Prozel p entsprechende Flul3
J, von der Kraft X, des irreversiblen Prozesses p’ abhingig
ist, dann ist auch der FluBl J, von der Kraft X, abhingig,
und zwar beide vermége desselben Koeflizienten.

Die Bedeutung der Onsagerschen Beziehungen beruht auf
deren Allgemeingiiltigkeit. Sie sind vielen experimentellen Prii-
fungen unterworfen worden. Thre Giiltigkeit hat erstmals ge-
zeigt, dal die Thermodynamik des Nichtgleichgewichts genau
wie die des Gleichgewichts zu allgemeinen Ergebnissen kommt,
die von allen spezifischen molekularen Modellen unabhingig
sind. Die Entdeckung der Reziprozititsbezichungen war in
der Tat ein Wendepunkt in der Geschichte der Thermodyna-
mik.

Ein zweites interessantes Theorem, das in Gleichgewichtsna-
he gilt, ist die Theorie der minimalen Entropieerzeugung!®.
Es besagt, daB fiir stationdre Zustinde (,steady states”), die
sich in hinreichender Gleichgewichtsnéhe befinden, die Entro-
pieerzeugung ihren minimalen Wert annimmt. Zeitabhingige
Zustdnde (die denselben Randbedingungen entsprechen) be-
wirken eine hohere Entropieerzeugung. Es mul betont werden,
daB3 das Theorem der minimalen Entropieerzeugung sogar
stiarker einschrinkende Bedingungen verlangt als die linearen
Beziehungen (2.5). Das Theorem gilt im Rahmen einer ,,exakt”
linearen Theorie, in der die Abweichungen vom Gleichgewicht
so klein sind, daB die phinomenologischen Koeffizienten Ly
als Konstanten behandelt werden kénnen.

Das Theorem der minimalen Entropieerzeugung bringt eine
Art ,Tragheits“-Eigenschaft des Nichtgleichgewichtssystems
zum Ausdruck. Wenn die gegebenen Randbedingungen das
System daran hindern, das thermodynamische Gleichgewicht
zu erreichen (was verschwindende Entropieerzeugung bedeu-
tet), geht das System in den Zustand der ,,geringsten Dissipa-
tion” iiber.

Es war seit der Formulierung dieses Theorems klar, daf3
diese Eigenschaft nur in der Nachbarschaft des Gleichgewichts
streng giiltig ist. Viele Jahre lang wurden groBe Anstrengungen
unternommen, um dieses Theorem fiir Situationen zu verall-
gemeinern, die weiter vom Gleichgewicht entfernt sind. Es
war eine groBe Uberraschung, als schlieBlich gezeigt wurde,
daB3 das thermodynamische Verhalten in groBer Entfernung
vom Gleichgewicht ganz anders, ja sogar entgegengesetzt sein
konnte, als nach dem Theorem der minimalen Entropieerzeu-
gung zu erwarten gewesen wire.

Bemerkenswert ist, daf3 diese neue Verhaltensweise schon
bei typischen Situationen auftritt, wie sie in der klassischen
Hydrodynamik untersucht werden. Das Beispiel, das unter
diesem Gesichtspunkt zuerst analysiert wurde, ist die so-
genannte ,,Bénard-Instabilitéit“. Man betrachte eine horizonta-
le Fliissigkeitsschicht zwischen zwei unendlichen parallelen
Ebenen in einem konstanten Gravitationsfeld; die untere Be-
grenzung moge auf der Temperatur T, und die obere Begren-
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zung auf der Temperatur T, gehalten werden, wobei T, >T,
sei. Bei einem hinreichend hohen Wert des ,.entgegengesetzten®
Gradienten (T — T,)/(T; + T,) wird der Ruhezustand instabil,
und es tritt Konvektion auf. Die Entropieerzeugung nimmt
dann zu, weil die Konvektion eine neue Moglichkeit fiir den
Wairmetransport bietet. Ferner ist der Stromungszustand, der
jenseits der Instabilitdt auftritt, im Vergleich zum Ruhezustand
ein geordneter Zustand. Um die Stromungsfiguren zustandezu-
bringen, muB sich eine wirklich groBe Zahl von Molekiilen
tiber makroskopische Zeitspannen in kohirenter Form bewe-
gen.

Wir haben damit ein gutes Beispiel fiir die Tatsache, daf3
Nichtgleichgewicht eine Quelle fir Ordnung sein kann. In
den Abschnitten 3 und 4 werden wir sehen, daf3 diese Situation
nicht auf hydrodynamische Sachverhalte beschrénkt ist, son-
dern auch in chemischen Systemen auftritt, sofern den kineti-
schen Gesetzen wohldefinierte Bedingungen auferlegt werden.

Interessant ist es zu erwidhnen, daB das durch die kanoni-
schen Gleichungen ausgedriickte Boltzmannsche Ordnungs-
prinzip dem Auftreten der Bénard-Konvektion eine Wahr-
scheinlichkeit nahe Null zuschreibt. Inmmer wenn weit entfernt
vom Gleichgewicht neue kohidrente Zustidnde auftreten, ver-
sagt die Wahrscheinlichkeitsvorstellung, die bloB auf dem Ab-
zihlen der statistischen Moglichkeiten beruht. Wir kénnen uns
im Fall der Bénard-Konvektion vorstellen, daB es immer kleine
Konvektionsstrome gibt, die Fluktuationen um den Durch-
schnittszustand sind; allerdings werden diese statistischen
Schwankungen unterhalb eines bestimmten kritischen Wertes
des Temperaturgradienten geddmpft und verschwinden. Ober-
halb eines kritischen Wertes werden jedoch manche Fluktua-
tionen verstdrkt und verursachen einen makroskopischen
Strom. Es entsteht eine neue iibermolekulare Ordnung, die
im Grunde einer gewaltigen Fluktuation entspricht, welche
durch den Energieaustausch mit der Aullenwelt stabilisiert
wird. Das ist die charakteristische Ordnung, wenn ,,dissipative
Strukturen* auftreten.

Bevor wir die Méglichkeit der dissipativen Strukturen weiter
diskutieren, wollen wir einen kurzen Uberblick iiber einige
Aspekte der thermodynamischen Stabilitéitstheorie in bezug
auf die Theorie der Ljapunow-Funktionen geben.

3. Thermodynamische Stabilititstheorie

Automatisch stabil sind diejenigen Zustdnde, die entweder
dem thermodynamischen Gleichgewicht entsprechen oder in
der linearen Thermodynamik des Nichtgleichgewichts einem
Zustand mit minimaler Entropieerzeugung. In Abschnitt 2
haben wir bereits den Begriff der Ljapunow-Funktion einge-
fuhrt. Die Entropieerzeugung ist im streng linearen Gebiet in
Gleichgewichtsnihe gemdB ihrem Minimaltheorem genau
eine solche Ljapunow-Funktion. Wenn man das System stort,
wird die Entropieerzeugung ansteigen, das System reagiert je-
doch darauf, indem es zum Minimalwert der Entropieerzeu-
gung zuriickkehrt.

In dhnlicher Weise sind Gleichgewichtszustinde geschlosse-
ner Systeme stabil, wenn die Entropie den groBten Wert an-
nimmt. Wenn wir das System stdren und aus seinem Gleichge-
wichtswert bringen, erhalten wir

1
S=So+85 4878, 3.1
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Da der Gleichgewichtszustand einem Maximum entsprach,
verschwindet jedoch der Term erster Ordnung, und daher
wird die Stabilitidt durch das Vorzeichen des Terms zweiter
Ordnung §2S bestimmt.

Wie Glansdorff und der Autor gezeigt haben, ist 82S in
der Nachbarschaft des Gleichgewichts eine Ljapunow-Funk-
tion unabhingig von den Randbedingungen!’).

Die klassische Thermodynamik erméglicht es, diesen wichti-
gen Ausdruck explizit zu berechnen. Man erhilt!®

C,
T828=— |:T 6T)* + 5(8 v)ﬁy+ Zp«,y/SNYSNy} <0 (3.2)
v’

Hier ist p die Dichte, v=1/p das spezifische Volumen (der
Index N, bedeutet, dall die Zusammensetzung wihrend der
Variation von v konstant gehalten wird), ¥ die isothermale
Kompressibilitit, N, der Molenbruch der Komponente y und
pyy die Ableitung

a 4
pw,=< ”-> (3.3)
aNy' pT

Die grundlegenden, von Gibbs zuerst formulierten Stabilitats-
bedingungen der klassischen Thermodynamik sind:

C,>0 (thermische Stabilitit)

y >0 (mechanische Stabilitit)

Thyy 8NN, >0 (Stabilitdt beziiglich Diffusion)
1Y

Diese Bedingungen implizieren, daB & 2S eine negative quadra-
tische Funktion ist. Durch elementare Rechnungen kann ferner
gezeigt werden, daB3 die zeitliche Ableitung von 62S mit der
Entropieerzeugung durch

19,
350 S=YJ,X,=P>0 (3.4)

verkniipft ist!"! (siche 2.3).

Die Ungleichungen (3.2) und (3.4) sind der eigentliche Grund
dafiir, daB 62S eine Ljapunow-Funktion ist. Ihre Existenz
gewihrleistet die Didmpfung aller statistischen Schwankungen.
Aus diesem Grund reicht fiir groBe Systeme in der Nihe
des Gleichgewichts eine makroskopische Beschreibung aus.
Fluktuationen konnen nur eine untergeordnete Rolle spielen,
sie treten als Korrekturen zu den makroskopischen Gesetzen
auf und konnen fiir groBe Systeme vernachldssigt werden
(siehe Abb. 3.1).

2

§s

t  universal

Abb. 3.1. Zeitliche Entwicklung der UberschuBentropie zweiter Ordnung
(82S)eq in Gleichgewichtsnihe.

Wir sind nun fiir die Untersuchung der fundamentalen Fra-
gen vorbereitet: Konnen wir diese Stabilititseigenschaft fiir

weiter vom Gleichgewicht entfernte Gebiete extrapolieren?
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Spielt 82S die Rolle einer Ljapunow-Funktion, wenn wir
groBere Abweichungen vom Gleichgewicht betrachten, aber
noch im Rahmen der makroskopischen Beschreibung bleiben?
Wir berechnen wieder die Stérung & %S, jetzt aber in der Nihe
eines Nichtgleichgewichtszustandes. Die Ungleichung (3.2)
bleibt im Bereich der makroskopischen Beschreibung noch
giiltig. Die zeitliche Ableitung von §2S hingt jedoch nicht
mehr von der totalen Entropieerzeugung ab wie in (3.4), son-
dern von der Storung dieser Entropieerzeugung. Mit anderen
Worten: Wir haben nunmehr!®!

1 0
— 528 =Y8I,5X 35
2 ot Zp pee -

Die rechte Seite ist das, was wir ,,UberschuB-Entropieerzeu-
gung“ genannt haben. Es sei wiederum hervorgehoben, dal
die 8], und X, die Abweichungen von den Werten J, und
X, im stationdren Zustand sind, deren Stabilitdt wir durch
eine Storung untersuchen wollen. Im Gegensatz zu den Situa-
tionen im Gleichgewicht oder in Gleichgewichtsnidhe hat nun
die rechte Seite von (3.5), die der UberschuB-Entropieerzeu-
gung entspricht, im allgemeinen kein eindeutig definiertes Vor-
zeichen. Wenn fiir alle t groBer t,, wobei to die Zeit des
Storungsbeginns ist, gilt

T 87,8X,20 (3.6)
p

dann ist 32S in der Tat eine Ljapunow-Funktion, und die
Stabilitit ist gewihrleistet (siche Abb. 3.2). Man beachte, dall
die UberschuB3-Entropieerzeugung im linearen Gebiet das glei-
che Vorzeichen wie die Entropieerzeugung selbst hat; wir
kommen wieder auf das gleiche Ergebnis wie mit dem Theorem
der minimalen Entropieerzeugung. Die Situation dndert sich
jedoch im weit vom Gleichgewicht entfernten Gebiet. Dort
spielt die Art der chemischen Kinetik eine wesentliche Rolle.

825

stabil

spezifisch

instabil

Abb. 3.2. Zeitliche Entwicklung der UberschuBentropie zweiter Ordnung
(32S) bei stabilen, randstabilen und instabilen Situationen.

Im niichsten Abschnitt werden wir einige Beispiele betrach-
ten. Wenn die chemische Kinetik eine geeignete Charakteristik
aufweist, kann das System instabil werden. Das zeigt, dafl
es zwischen den Gesetzen des Gleichgewichts und denen der
Gleichgewichtsferne einen wesentlichen Unterschied gibt. Die
Gleichgewichtsgesetze sind universal. In groBer Entfernung
vom Gleichgewicht kann das Verhalten jedoch sehr spezifisch
werden. Das ist natiirlich ein willkommener Umstand, erlaubt
er uns doch eine Unterscheidung im Verhalten von physikali-
schen Systemen einzufithren, was in einer Welt des Gleichge-
wichts unverstindlich wire.
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Man mul} beachten, daB all diese Erwigungen sehr allge-
mein sind. Sie konnen auf Systeme ausgedehnt werden, in
denen eine makroskopische Bewegung erzeugt wird, oder auf
Probleme, bei denen die Oberfldchenspannung oder der Effekt
eines duBeren Feldes beteiligt sind!!9). Beispielsweise miissen
wir, wenn wir makroskopische Bewegung einbeziehen, den
Ausdruck (siche Glansdorff und Prigogine'®))

1 2
522=525—-S"idvgo 3.7)
2) T

betrachten, wobei u die makroskopische Geschwindigkeit der
Konvektion ist. Wir haben iiber das Volumen integriert, um
die Ortsabhingigkeit aller u zu beriicksichtigen. Wir kdnnen
wieder die Zeitableitung von §2Z berechnen, die nunmehr
eine kompliziertere Form annimmt. Da das Ergebnis an ande-
rer Stelle!®) zu finden ist, werden wir es hier nicht wiedergeben.
Wir wollen lediglich erwdhnen, daB eine Spontananregung
der inneren Konvektion nicht von einem im thermodynami-
schen Gleichgewicht befindlichen Ruhezustand ausgehen
kann. Im Spezialfall bezieht sich das natiirlich auf die Bénard-
Instabilitdt, die wir in Abschnitt 2 erwdhnt haben.

Wir wollen nun zum Fall chemischer Reaktionen zuriick-
kehren.

4. Anwendung auf chemische Reaktionen

Es ergibt sich allgemein, daf3 wir autokatalytische Reaktio-
nen benotigen, um die Ungleichung (3.6) zu verletzen. Genauer:
Autokatalytische Schritte sind notwendige (aber nicht hinrei-
chende) Bedingungen fiir das Zusammenbrechen der Stabili-
tit auf dem thermodynamischen Zweig. Wir wollen uns ein
einfaches Beispiel ansehen. Es ist dies der sogenannte ,,Briisse-
lator*, der folgendem Reaktionsschema entspricht!!11:

Ao X (a)
2X+Y - 3X (b) @.1)
B+X->Y+D (c)

X E d)

Ausgangsstoffe und Endprodukte sind A, B, D und E, die kon-
stant gehalten werden, wihrend sich die Konzentrationen der
intermedidren Komponenten, X und Y, zeitlich andern diirfen.
Wenn wir die kinetischen Konstanten gleich 1 setzen, erhalten
wir das Gleichungssystem

dX
P A+X2Y —BX-X
4.2)
dy
—=BX-X?2Y
dt
das den stationiren Zustand
B
Xo=A, YOZX 4.3)

zula 3t

Wenn wir das thermodynamische Stabilitdtskriterium oder
die Normalmoden-Analyse anwenden, konnen wir zeigen, daB3
die Losung (4.3) instabil wird, sobald gilt

B>B,=1+A? @.4)
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Jenseits dieses kritischen Wertes von B erhalten wir einen
»Orenzzyklus“, d.h. jeder beliebige Anfangspunkt im X —Y-
Raum nihert sich derselben periodischen Bahnkurve. Der
springende Punkt ist also die Tatsache, daB im Gegensatz
zu oszillierenden chemischen Reaktionen des Lotka-Volterra-
Typs die Frequenz der Oszillationen eine eindeutig definierte
Funktion der makroskopischen Variablen wie Konzentratio-
nen, Temperatur ... ist. Die chemische Reaktion fithrt zu
kohirentem zeitlichem Verhalten; sie wird eine chemische
Uhr. In der Fachliteratur nennt man dies oft eine Hopfsche
Verzweigung,

Wenn man die Diffusion mit in Betracht zieht, wird die
Mannigfaltigkeit der Instabilititen erst recht verbliiffend, und
aus diesem Grund wurde das Reaktionsschema (4.1) in den
letzten Jahren von vielen Autoren untersucht. Es wurde sogar
ein Spezialbegriff gepragt — man nennt es allgemein Briissela-
tor. Bei Anwesenheit von Diffusion wird Gleichung (4.2) nun
Zu

X 32X

= A+X*Y—-BX—X+Dx—=

ot +tOx 33

Y , 2%y

S =BX-XY 4Dy @.5)

Zuziiglich zum Grenzzyklus haben wir nun die Mdglichkeit
uneinheitlicher stationirer Zustinde. Wir wollen sie ,, Turing-
Verzweigung™ nennen, weil Turing der erste war, der in seiner
klassischen Arbeit iiber Morphogenese 1952 die Moglichkeit
solcher Verzweigungen in der chemischen Kinetik bemerk-
tel!2], Bei Anwesenheit von Diffusion kann der Grenzzyklus
auch ortsabhingig werden und zu chemischen Wellen fiihren.

Man kann die Ergebnisse etwas ordnen, wenn man die
Losung, die dem thermodynamischen Zweig entspricht, als
die ,,Grundlosung” ansieht. Andere Losungen kann man dann
als aufeinanderfolgende Verzweigungen von dieser Grundlo-
sung bekommen oder als Verzweigungen hoherer Ordnung
von einem nichtthermodynamischen Zweig, was dann der Fall
ist, wenn man sich weiter vom Gleichgewicht entfernt.

Allgemein interessant ist die Tatsache, dafi dissipative Struk-
turen sehr empfindlich gegeniiber den globalen Bedingungen
sind, die die chemischen Systeme charakterisieren, wie etwa
deren GroB8e und Form, die Randbedingungen auf der Oberfli-
che usw. Alle diese Bedingungen beeinflussen entscheidend
die Art der Instabilitdten, die zu dissipativen Struk turen fithren.

Weit entfernt vom Gleichgewicht kommt demnach eine
unerwartete Beziehung zwischen der chemischen Kinetik und
der ,Raum-Zeit-Struktur® von reagierenden Systemen zum
Vorschein. Zwar riithren die Wechselwirkungen, die die Werte
der relevanten kinetischen Konstanten und Transportkoeffi-
zienten bestimmen, von kurzreichweitigen Wechselwirkungen
her (Valenzkrifte, Wasserstoffbindungen, van-der-Waals-
Krifte), doch hingen die Losungen der kinetischen Gleichun-
gen auBlerdem von globalen Verhiltnissen ab. Diese Abhédngig-
keit, die auf dem thermodynamischen Zweig in der Nihe
des Gleichgewichts eigentlich trivial ist, wird in chemischen
Systemen, die sich in gréBerer Gleichgewichtsferne befinden,
ausschlaggebend. Beispielsweise erfordert das Auftreten dissi-
pativer Strukturen allgemein, daB} die Gr6Be des Systems einen
bestimmten Wert iiberschreitet. Dieser Wert ist eine komplexe
Funktion der Parameter, die den Reaktions-Diffusions-Prozef3
beschreiben. Deswegen konnen wir sagen, daBl an chemischen
Instabilititen eine Fernordnung beteiligt ist, durch die das
System als ein Ganzes wirkt.
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Es gibt drei Aspekte, die bei dissipativen Strukturen immer
miteinander verkniipft sind: die Funktion, wie sie durch die
chemischen Gleichungen zum Ausdruck kommt, die Raum-
Zeit-Struktur, die sich aus den Instabilitidten ergibt, und die
Fluktuationen, die die Instabilititen auslosen. Die gegenseitige
Beeinflussung dieser drei Aspekte

Funktion 2 Struktur

. 7

Fluktuationen

fithrt zu hochst unerwarteten Erscheinungen, so auch zur
,Ordnung durch Fluktuationen®, die wir in den nichsten
Abschnitten untersuchen werden.

Im allgemeinen erhalten wir aufeinanderfolgende Verzwei-
gungen, wenn wir den Wert irgendeines charakteristischen
Parameters erhohen (wie B im Briisselator-Schema).

Losungen

Abb. 4.1. Aufeinanderfolgende Verzweigungen.

In Abbildung 4.1 haben wir eine einzige Losung fiir den
Wert Ay, jedoch viele Losungen fiir den Wert A,.

Interessant ist, daB die Verzweigung in gewissem Sinn ,,Ge-
schichte* in die Physik bringt. Wir wollen annehmen, daf83
eine Beobachtung ergibt, daB sich das System, dessen Verzwei-
gungsdiagramm in Abbildung 4.1 dargestellt ist, im Zustand
C befindet und dorthin durch Zunahme des Wertes von A
gelangt ist. Die Interpretation dieses Zustandes C impliziert
die Kenntnis der Vorgeschichte des Systems, das durch die
Verzweigungspunkte A und B gegangen sein muf. Auf diese
Weise fithren wir in die Physik und Chemie ein ,,historisches®
Element ein, welches bis heute lediglich den Wissenschaften
vorbehalten zu sein schien, die sich mit biologischen, sozialen
und kulturellen Erscheinungen befassen.

Jede Beschreibung eines Systems, in dem Verzweigungen
vorkommen, wird sowohl notwendige (deterministische) als
auch zufillige Elemente enthalten. Wie wir in Abschnitt 5
detaillierter sehen werden, gehorcht das System zwischen zwei
Verzweigungspunktendeterministischen Gesetzen wieetwaden
Gesetzen der chemischen Kinetik, wihrend in der Nihe der
Verzweigungspunkte die Fluktuationen eine wesentliche Rolle
spielen und den ,,Zweig"“ bestimmen, auf dem sich das System
weiter bewegen wird.

Wir werden hier nicht weiter in die Theorie der Verzweigun-
gen eindringen und auch ihre Aspekte, beispielsweise die Kata-
strophentheorie von René Thom!'®, nicht niher betrachten.
Diese Fragen werden in einer neuen Monographie diskutiert,
die ich in Zusammenarbeit mit G. Nicolis verfaBt habe!!!),
Wir werden auch die gegenwirtig bekannten Beispiele kohé-
renter Strukturen in Chemie und Biologie nicht aufzihlen.
Viele Beispiele konnen wiederum in der Monographie!!!) ge-
funden werden.
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5. Das Gesetz der groflen Zahlen und die statistische
Beschreibung chemischer Reaktionen

Wir wollen uns nun den statistischen Gesichtspunkten der
Bildung dissipativer Strukturen zuwenden. Die herkémmliche
chemische Kinetik beruht auf der Berechnung der durch-
schnittlichen Zahl der ZusammenstoBe, genauer der durch-
schnittlichen Zahl der reaktionsfihigen Zusammenst68e. Die-
se Zusammenstofe ereignen sich zufillig. Wie kann nun ein
solches chaotisches Verhalten iiberhaupt einheitliche Struktu-
ren herbeifihren? Offenbar muf} eine neue Eigenschaft ins
Spiel kommen. Kurz gesagt ist dies die Aufhebung der Giiltig-
keitsbedingungen des Gesetzes der grofien Zahlen; als Folge
davon ist die Verteilung der reaktionsfiahigen Teilchen in
Instabilitdtsnihe nicht mehr zufillig,

Wir wollen zunéchst zeigen, was wir mit dem Gesetz der
groBen Zahlen meinen. Dazu betrachten wir eine typische
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die auf vielen Gebieten von
Wissenschaft und Technik groBe Bedeutung besitzt, die Pois-
son-Verteilung. Diese Verteilung enthilt eine Variable X, die
ganze positive Werte X=1,2,3... annehmen kann. Nach der
Poisson-Verteilung gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von X

om0 0T

pr(X) -

.1

Man fand, daB3 dieses Gesetz fiir viele Situationen giiltig ist,
so etwa fiir die Verteilung der Telephongespriche, der Warte-
zeit in Restaurants oder der Teilchenfluktuationen in einem
Medium gegebener Konzentration. In Gleichung (5.1) ent-
spricht (X dem Mittelwert von X. Eine wichtige Eigenschaft
der Poisson-Verteilung ist, daBB {X) der einzige Parameter
ist, der in die Verteilung eingeht. Durch seinen Mittelwert
ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung vollstindig bestimmt.

Von (5.1) erhiilt man ohne Miihe die sogenannte ,,Varianz®,
die die Streuung um den Mittelwert angibt

(EX)) ={(X=<X)™ (52)

Charakteristisch ist, daB die Streuung nach der Poisson-Vertei-
lung gleich dem Mittelwert selbst ist

BXPH=<X> (5.3)

Wir wollen eine Situation betrachten, wo X eine extensive
Grolle proportional der Teilchenzahl N (in einem gegebenen
Volumen) oder proportional dem Volumen V ist. Wir erhalten
fir die relativen statistischen Schwankungen das beriihmte
Quadratwurzelgesetz

J<EX) 1 1 1

= ——~ —— oder — 54
Xy Y YN N o
Die GroBenordnung dieser relativen Fluktuationen ist umge-
kehrt proportional der Quadratwurzel des Mittelwertes. Des-
halb bekommen wir fiir die extensiven Variablen eines Systems
aus N Teilchen relative Abweichungen der Groflenordnung
N2, Das ist die charakteristische Eigenschaft des Gesetzes
der groBen Zahlen. Als Folge diirfen wir fir groBe Systeme
die Fluktuationen vernachldssigen und eine makroskopische
Beschreibung verwenden.
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Fiir andere Verteilungen ist die mittlere quadratische Abwei-
chung nicht mehr gleich dem Mittelwert wie in (5.3). Wenn
allerdings das Gesetz der groBen Zahlen angewendet wird,
bleibt die GroBenordnung der mittleren quadratischen Abwei-
chung immer noch erhalten, und wir haben

{EX)™
v

~ endlich fiir Vo oo (5.5)

Wir wollen nun ein stochastisches Modell fiir chemische Reak-
tionen untersuchen. Entsprechend der bisherigen Praxis ist
es naheliegend, einer chemischen Reaktion einen Markow-
schen ,,Geburten- und TodesprozeB“ zuzuordnen!**). Das
fihrt unmittelbar zu einer Master-Gleichung fiir die Wahr-
scheinlichkeit P(X,t) des Vorfindens von X Molekiilen der
Spezies X zur Zeit t

dpcg:(’t) =Y W(X-r->X)P(X—r,t)

— Y W(X> X+0P(X,t) (5.6)

Auf der rechten Seite haben wir einen Wettbewerb zwischen
,Gewinn“- und Verlusttermen. Ein charakteristischer Unter-
schied zum Problem der klassischen Brownschen Bewegung
ist, daB die Ubergangswahrscheinlichkeiten W (X —r— X) oder
W(X— X+ 1) nichtlinear in den Besetzungszahlen sind. Chemi-
sche Spiele sind nichtlinear, und das fithrt zu wichtigen Unter-
schieden. Zum Beispiel kann leicht gezeigt werden, daB die
stationire Verteilung von X, die der linearen chemischen Reak-
tion

A==X=F (5.7)

entspricht, durch eine Poisson-Verteilung gegeben ist (fur vor-
gegebene Mittelwerte von A und F)'°1, Aber es war eine
groBe Uberraschung, als Nicolis und der Autor 1971 zeig-
ten!'%, daB die stationdire Verteilung von X, das intermediiir
in der Kette

A+MoX+M 58)
2X-E+D
auftritt, nicht mehr durch eine Poisson-Verteilung bestimmt
wird. Das ist vom Gesichtspunkt der makroskopischen kineti-
schen Theorie sehr wichtig. Wie Malek-Mansour und Nico-
list' ™ zeigten, miissen die makroskopischen chemischen Glei-
chungen allgemein mit Termen korrigiert werden, die mit
den Abweichungen von der Poisson-Verteilung zusammenhén-
gen. Das ist der Hauptgrund, warum der stochastischen Theo-
rie der chemischen Reaktionen heute so groBe Aufmerksamkeit
geschenkt wird.
Zum Beispiel ist die Schlogl-Reaktion!!®!

A+2X=3X
X=B

(59)

von Nicolis und Turner''®! umfassend untersucht worden. Sie
haben gezeigt, daB dieses Modell zu einem , Nichtgleichge-
wichts-Phaseniibergang” fithrt, der dem durch die klassische
van-der-Waals-Gleichung beschriebenen recht dhnlich ist. So-
wohl in der Nihe des kritischen Punktes als auch in der
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Nihe der Koexistenzkurve versagt das durch (5.5) gegebene
Gesetz der groBen Zahlen, weil (X)) einer hoheren Potenz
des Volumens proportional wird. Wie bei den Gleichgewichts-
Phaseniibergingen kann dieses Versagen durch kritische Indi-
zes ausgedriickt werden.

Im Fall der Gleichgewichts-Phaseniibergidnge haben Fluk-
tuationen in der Nihe des kritischen Punktes nicht nur eine
groBe Amplitude, sondern erstrecken sich auch iiber groBe
Entfernungen. Lemarchand und Nicolis'*) haben das gleiche
Problem fiir Nichtgleichgewichts-Phaseniibergénge unter-
sucht. Um die Berechnungen zu ermdglichen, betrachteten
sie eine Folge von Kiisten. In jedem Kasten findet eine Briisse-
lator-Reaktion (4.1) statt. Zusétzlich tritt Diffusion von einem
Kasten zum anderen auf. Unter Anwendung der Markowschen
Theorie berechneten sie dann die Korrelation zwischen den
Besetzungszahlen von X in zwei Kisten. Man sollte erwarten,
dal3 chemische inelastische Zusammenstofe in Verbindung
mit Diffusion zu chaotischem Verhalten fiihrten. Aber so ist
es nicht. In den Abbildungen 5.1 bis 5.3 sind die Korrelations-
funktionen unterhalb und in der Nihe des kritischen Zustandes

XX
6;

500

Abb. 5.1. Abstandsabhiingigkeit der Korrelationsfunktion des Ortes GX¥
weit unterhalb des kritischen Punktes. A=2,d,=1,d,=4.

graphisch dargestellt. Es ist deutlich zu sehen, daB} in der
Nihe des kritischen Punktes weitreichende Korrelationen vor-
liegen. Trotz der kurzreichweitigen chemischen Wechselwir-
kungen wirkt das System wieder als ein Ganzes. Chaos bewirkt
Ordnung.

X

6

LV o o
0 10 20 :

Abb. 5.2. Wenn sich der Verzweigungsparameter dem kritischen Wert nihert,
nimmt die Reichweite von G¥} verglichen mit dem in Abb. 5.1 gezeigten
Verhalten leicht zu.

Dariiber hinaus zeigen numerische Simulationen, dall wir
zu einer zeitlichen ,,Fern*“-Ordnung nur im Grenzfall der Teil-
chenzahl N— oo gelangen.
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Um dieses Ergebnis wenigstens qualitativ zu verstehen, wol-
len wir die Analogie mit den Phaseniibergéingen betrachten.
Wenn wir eine paramagnetische Substanz abkiihlen, kommen
wir zum Curie-Punkt, unterhalb dessen sich das System wie
ein Ferromagnet verhilt. Oberhalb des Curie-Punktes spielen
alle Richtungen dieselbe Rolle. Unterhalb gibt es eine bevor-
zugte Richtung, die der Magnetisierungsrichtung entspricht.

G __
ij kritischer Zustand
B=4
10"
510°
0_
1 lAi
0 50 100

Abb. 5.3. Kritisches Verhalten der Korrelationsfunktion des Ortes GX¥ fur
dieselben Werte der Parameter wie in Abb. 5.1. Die Korrelationsfunktion
liBt sowohl lineare Dimpfung mit zunehmendem Abstand erkennen als
auch rdumliche Oszillationen mit einer Wellenlidnge, die gleich der makrosko-
pischen Konzentrationsverteilung ist.

Aus den makroskopischen Gleichungen geht nicht hervor,
welche Richtung die Magnetisierung einnehmen wird. Im Prin-
zip sind alle Richtungen gleich wahrscheinlich. Enthielte der
Ferromagnet eine endliche Teilchenzahl, wiirde die bevorzugte
Richtung zeitlich nicht konstant bleiben. Sie wiirde rotieren.
Wenn wir allerdings ein unendliches System betrachten, sind
Fluktuationen absolut auflerstande, die Richtung des Ferro-
magneten zu verschieben. Die Fernordnung ist ein fiir allemal
festgelegt.

Dieser Fall hat eine auffillige Ahnlichkeit mit den oszillie-
renden chemischen Reaktionen. Wenn wir den Abstand zum
Gleichgewicht vergroBern, beginnt das System zu oszillieren.
Es wird sich lings des Grenzzyklus bewegen. Die Phase des
Grenzzyklus ist durch die Anfangsfluktuation bestimmt und
spielt dieselbe Rolle wie die Magnetisierungsrichtung. Wenn
das System endlich ist, werden die Fluktuationen allméhlich
iberhand nehmen und die Rotation stdren. Ist das System
jedoch unendlich, dann k6nnen wir eine zeitliche Fernordnung
bekommen, die der riumlichen Fernordnung im ferromagneti-
schen System sehr dhnelt. Wir sehen also, da3 das Auftreten
einer periodischen Reaktion ein Prozef ist, der die Zeitsymme-
trie bricht, genauso wie der Ferromagnetismus ein Proze(3
ist, der die Raumsymmetrie bricht.

6. Die dynamische Interpretation der Ljapunow-Funk-
tion

Wir werden nun die dynamische Bedeutung der Entropie
und besonders der oben benutzten Ljapunow-Funktion 87S
genauer untersuchen.

Wir wollen mit einer sehr kurzen Zusammenfassung der
Boltzmannschen Behandlung dieses Problems beginnen. Noch
heute ist Boltzmanns Werk ein Meilenstein. Ein wesentliches
Element in der Boltzmannschen Herleitung des 4#-Theorems
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war bekanntlich der Ersatz der exakten mechanischen Glei-
chungen (wie sie durch die Liouville-Gleichung ausgedriickt
werden, auf die wir spiter zuriickkommen werden) durch
die kinetische Gleichung fiir die Geschwindigkeits-Vertei-
lungsfunktion f der Molekiile

of  of
a0+ Vo, = Jdwdv. ofrr 1] (6.1)

in der die Standardbezeichnungen verwendet wurden.
Bei Giiltigkeit dieser Gleichung 146t sich zeigen, dal} die
Boltzmannsche GroBie

# = dvflogf (6.2)
die Ungleichung

d#

<o
s (6.3)

erfiillt und somit die Rolle einer Ljapunow-Funktion spielt.

Der Fortschritt, der durch die Boltzmannsche Betrachtungs-
weise erreicht wurde, ist bahnbrechend. Dennoch bleiben viele
Schwierigkeiten'?!). Zunichst bereitet es uns ,praktische
Schwierigkeiten, etwa die Boltzmannschen Ergebnisse auf
allgemeinere Situationen auszudehnen (beispielsweise auf dich-
te Gase). In den letzten Jahren ist die kinetische Theorie
eindrucksvoll vorangekommen; wenn man allerdings neuere
Veroffentlichungen iiber die kinetische Theorie oder die stati-
stische Mechanik des Nichtgleichgewichts priift, findet man
kein Analogon zum Boltzmannschen #-Theorem, das in all-
gemeineren Fillen giiltig bliebe. So bleibt das Boltzmannsche
Theorem ziemlich isoliert im Gegensatz zu der Allgemeingiil-
tigkeit, die wir dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
beimessen.

AuBerdem haben wir ,,theoretische Schwierigkeiten®, Wohl
am meisten ernst zu nehmen ist das Loschmidtsche Reversibili-
titsparadoxon (Loschmidtscher Umkehreinwand). In Kiirze:
Wenn wir die Geschwindigkeiten der Molekiile umkehren,
kommen wir zum Ausgangszustand zuriick. Wihrend dieser
Annidherung an den Ausgangszustand wird das Boltzmannsche
#-Theorem (6.3) verletzt. Wir haben ,,antithermodynamisches
Verhalten“. Diese SchluBfolgerung kann z. B. durch Computer-
simulationen verifiziert werden.

Die physikalische Ursache fiir die Verletzung des
Boltzmannschen s#-Theorems sind die fernwirkenden Korre-
lationen, die durch die Geschwindigkeitsumkehr ins Spiel ge-
bracht werden. Man wiirde gern dahingehend argumentieren,
daf} solche Korrelationen der Ausnahmefall sind und vernach-
ldssigt werden konnen. Wie sollte man jedoch ein Kriterium
fiir die Unterscheidung zwischen ,abnormalen” und normalen
Korrelationen finden, zumal wenn dichte Systeme untersucht
werden?

Die Lage wird noch schlimmer, wenn wir anstelle der Ge-
schwindigkeitsverteilung eine Gibbssche Gesamtheit mit der
Phasendichte p betrachten. [hre zeitliche Entwicklung ist durch
die Liouville-Gleichung gegeben

.0p
oL .
i 2t p (6.4)
wobei gilt
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_-Poisson-Klammer i{H,p} in der klassischen Mechanik (64)
™ Kommutator [H,p] in der Quantenmechanik ’

Wenn wir positive konvexe Funktionale betrachten wie etwa
Q= fp’dpdq>0 (6.5)
oder in der Quantenmechanik

Q=trp*p>0 (6.6)

so kann leicht gezeigt werden, daB als Folge der Liouville-Glei-
chung (6.4)

dQ
dt

0
(6.7)

1st.

Mithin ist das in (6.5) oder in (6.6) definierte Q keine Ljapu-
now-Funktion, und es scheint, da3 die Gesetze der klassischen
und der Quantenmechanik die Konstruktion eines Ljapunow-
Funktionals, das die Rolle der Entropie spielen konnte, iiber-
haupt vereiteln.

Aus diesem Grund wurde oft behauptet, daB3 Irreversibilitit
in die mechanischen Theorien der Physik nur durch Hilfsnihe-
rungen (wie Grobkorn) eingefiihrt werden kann, die man den
Gesetzen der Mechanik hinzufiigt!>%,

Ich fand es stets schwierig, diese Schlufifolgerung zu akzep-
tieren, vor allem wegen der konstruktiven Funktion der irre-
versiblen Prozesse. Konnen denn dissipative Strukturen das
Ergebnis von Fehlern sein?

Einen Hinweis auf die Richtung, in der die Losung dieses
Paradoxons liegen konnte, erhalten wir, wenn wir uns fragen,
warum die Boltzmannsche Kinetik die Ableitung eines H#-
Theorems gestattet, wihrend das die Liouville-Gleichung nicht
tut. Die Liouville-Gleichung (6.4) ist offenbar Lt-invariant.
Wenn wir sowohl das Vorzeichen von L (das kann in der
klassischen Mechanik durch Geschwindigkeitsumkehr getan
werden) als auch das Vorzeichen von t umkehren, bleibt die
Liouville-Gleichung unveréndert. Andererseits kann ohne Mii-
he gezeigt werden!*!), daf3 der Stofiterm in der Boltzmann-
Gleichung die Lt-Symmetrie bricht, da er gerade in L ist.
Wir kdnnen somit unsere Frage neu formulieren: Wie konnen
wir die der klassischen und der Quantenmechanik anhaftende
Lt-Symmetrie brechen? Unser Standpunkt war folgender: Die
mechanische und die thermodynamische Beschreibung sind
in einem gewissen Sinn ,dquivalente* Darstellungen der Ent-
wicklung des Systems, die durch eine nichtunitdre Transfor-
mation miteinander verbunden sind. Wir wollen kurz zeigen,
wie wir vorankommen konnen. Die folgende Methode ist
in enger Zusammenarbeit mit meinen Kollegen in Briissel
und Austin entwickelt worden!?3~ 251,

7. Theorie nichtunitirer Transformationen

Da sich der Ausdruck (6.6) als unzureichend erwiesen hat,
beginnen wir mit einer Ljapunow-Funktion der Form

Q=trp*Mp=20 (7.1)
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(wobei M ein positiver Operator ist) mit einer nicht zunehmen-
den zeitlichen Ableitung

dQ
4 =0 (12

dt

Das ist mit Sicherheit nicht immer moglich. In einfachen
mechanischen Situationen, wenn die Bewegung entweder im
klassischen oder quantenmechanischen Sinne periodisch ist,
kann keine Ljapunow-Funktion existieren, da das System nach
einiger Zeit in seinen Ausgangszustand zuriickkehrt. Die Exi-
stenz von M hiéngt von der Art des Spektrums des Liouville-
Operators ab. Diese Frage ist kiirzlich von Misral?®! im Rah-
men der klassischen Ergodentheorie untersucht worden. Wir
werden hier bestimmten Konsequenzen aus der méglichen
Existenz des Operators M in (7.1) nachgehen, der als eine
,mikroskopische Darstellung der Entropie“ angesehen werden
kann. Da diese Grofle positiv ist, ermdglicht es uns ein all-
gemeines Theorem, sie als Produkt eines Operators, den wir
A" ! nennen wollen, und seiner Konjugierten (A ~*)* darzustel-
len (das entspricht dem Ziehen der ,Quadratwurzel” eines
positiven Operators).

M=(A"1)*A"! 1.3)

Wenn wir dies in (7.1) einsetzen, erhalten wir

Q=trp*p (1.4)
mit
p=A"1p (7.5)

Das ist ein hochst interessantes Ergebnis, weil der Ausdruck
(7.4) genau von der Art ist, wie wir ihn vor allem suchen.
Aber wir sehen, daB3 dieser Ausdruck nur in einer ,neuen
Darstellung existieren kann, die mit der vorigen durch die
Transformation (7.5) verbunden ist.

Zuerst wollen wir die neuen Bewegungsgleichungen hin-
schreiben. Wenn wir (7.5) beriicksichtigen, erhalten wir

.0p

i3 =0p (1.6)
mit

O=A"'LA. a7

Nun wollen wir die Losung der Bewegungsgleichung (6.4)
verwenden. Wir konnen (7.1) und (7.2) durch Ungleichungen
mit stirker explizitem Charakter ersetzen

Q(t)=trp*(0)e*Me ™ p(0)=0 (7.8)
dQ . ~
i —trp*(0)ei(ML—LM)e~ L' p(0)<0 (7.9

Der mikroskopische ,,Entropie-Operator M kann somit nicht
mit L kommutieren. Der Kommutator ist genau das, was
man die ,,mikroskopische Entropieerzeugung” nennen konnte.

Wir werden natiirlich an die Heisenbergsche Unschirferela-
tion sowie an das Bohrsche Komplementarititsprinzip erin-
nert. Es ist iiberaus interessant, hier ebenfalls Nichtkommutati-
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vitdt zu finden, allerdings nunmehr zwischen Mechanik, darge-
stellt durch den Operator L, und ,,Thermodynamik®, darge-
stellt durch M. Wir haben somit eine neue und hochst interes-
sante Art von Komplementaritdt zwischen Mechanik, die die
Kenntnis von Bahnen oder Wellenfunktionen enthalt, und
Thermodynamik, die die Entropie enthilt.

Wenn die Transformation in die neue Darstellung vollzogen
ist, erhalten wir fiir die Entropieerzeugung (7.9)

%(%: —trp* (0)e® i@ — D) e ™ F(0)<0 (7.10)

Das besagt, daB3 die Differenz zwischen ® und seiner hermitesch
Adjungierten ®™ nicht verschwindet

{O—0*)=0 (7.11)

So kommen wir zu dem wichtigen SchluB, daf der neue Bewe-
gungsoperator, der in der transformierten Liouville-Gleichung
auftritt, nicht linger hermitesch sein kann, wie es der Liouville-
Operator L war. Das zeigt, daB wir die gewohnliche Klasse
der unitiaren (oder antiunitiren) Transformationen verlassen
und zu einer Erweiterung der Symmetrie des quantenmechani-
schen Operators iibergehen miissen. Gliicklicherweise 128t sich
die nun zu untersuchende Klasse der Transformationen leicht
bestimmen. Mittelwerte kdnnen sowohl in der alten als auch
in der neuen Darstellung berechnet werden. Das Ergebnis
sollte das gleiche sein; mit anderen Worten, wir fordern, dal3

(AY=trA*p=trA*p (712)

Uberdies sind wir an Transformationen interessiert, die explizit
vom Liouville-Operator abhdngen. Das ist eigentlich die tiefere
physikalische Motivation der Theorie. Wir haben gesehen,
daB die Gleichungen vom Boltzmann-Typ eine gebrochene
Lt-Symmetrie haben. Genau diese neue Symmetrie soll durch
unsere Transformation realisiert werden!?®). Das kann nur
geschehen, indem man L-abhingige Transformationen A(L)
betrachtet. Zieht man schlieBlich die Tatsache in Betracht,
daB die Dichte p und die Observablen die gleichen Bewegungs-
gleichungen haben, wobei lediglich L durch —L ersetzt ist,
erhalten wir die fundamentale Bedingung

A"YL)=A*(-L) (7.13)

die hier die gewohnliche Unitaritdtsbedingung ersetzt, die den
quantenmechanischen Transformationen auferlegt ist.

Dal3 wir tatséchlich ein nichtunitdres Transformationsge-
setz finden, iiberrascht nicht. Unitdre Transformationen glei-
chen Koordinatentransformationen, die die Physik des Pro-
blems nicht beeinflussen. Welches Koordinatensystem man
auch immer verwenden mag, die Physik des Systems bleibt
unverdndert. Aber hier beschiftigen wir uns mit einem ganz
anderen Problem. Wir wollen von einer Beschreibungsform,
der dynamischen (mechanischen), zu einer anderen, der ,,ther-
modynamischen” iibergehen. Das ist genau der Grund, wes-
halb wir eine drastischere Anderung in der Darstellung benéti-
gen, wie sie das neue Transformationsgesetz (7.13) ausdriickt.

Wir haben diese Transformation eine ,,stern-unitire® Trans-
formation genannt und die Bezeichnung eingefiihrt

A*L)=A"(-1) (7.14)
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Wir werden A * den A zugeordneten ,,stern-hermiteschen® Ope-
rator nennen (Stern bedeutet immer die Inversion L— —L).
Dann zeigt (7.13), daB fiir stern-unitire Transformationen das
Inverse der Transformation gleich seiner stern-hermitesch
Konjugierten ist.

Wir wollen uns nun (7.7) ansehen. Wenn wir uns den Um-
stand zunutze machen, daBl sowohl L als auch (7.13) und
(7.14) hermitesch sind, erhalten wir

Q*=0*(—L)=—d(L) (7.15)
oder
(i®)*=1d (7.16)

Der Bewegungsoperator ist ,,stern-hermitesch®. Das ist ein
auBerordentlich interessantes Ergebnis. Um stern-hermitesch
zu sein, kann ein Operator entweder gerade sein bei L-Inver-
sion (d.h. er dndert sein Vorzeichen nicht, wenn L durch
—L ersetzt wird) oder antihermitesch und ungerade (ungerade
heiBt, daB3 er das Vorzeichen dndert, wenn L durch —L ersetzt
wird). Ein allgemeiner stern-hermitescher Operator kann also
dargestellt werden durch

0 =(i®)+(iD) (7.17)

Hier beziehen sich die hochgestellten Indizes ¢ und o auf
den geraden bzw. ungeraden Teil des neuen Operators @
der zeitlichen Entwicklung. Die Dissipationsbedingung (7.11),
die gleichbedeutend ist mit der Existenz einer Ljapunow-Funk-
tion Q, wird nun zu

i®>0 (7.18)

Es ist der gerade Anteil, welcher die ,Entropieerzeugung®
liefert.

Wir wollen nun das Erreichte zusammenfassen. Wir erhalten
eine neue Form einer mikroskopischen Gleichung (wie es
die Liouville-Gleichung in der klassischen oder Quanten-
mechanik ist), die aber explizit einen Anteil aufweist, der mit
einer Ljapunow-Funktion verkniipft werden kann. Mit ande-
ren Worten: die Gleichung

B o .
- 5 719
5 @+9)p (719

enthilt einen ,reversiblen® Anteil & und einen ,irreversiblen®
Anteil ®. Die Symmetrie dieser neuen Gleichung ist genau
die gleiche wie die der Boltzmannschen phinomenologischen
kinetischen Gleichung, da bei L-Inversion der FluBterm unge-
rade und der StoBterm gerade ist.

Auf diese Weise ist die makroskopische thermodynamische
Unterscheidung zwischen reversiblen und irreversiblen Prozes-
sen in die mikroskopische Beschreibung transponiert worden.
Wir haben das gefunden, was als das fehlende Bindeglied
oder ,,missing link“ zwischen der mikroskopischen reversiblen
Mechanik und der makroskopischen irreversiblen Thermody-
namik angesehen werden konnte. Das Schema lautet wie folgt:
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nichtunitire Trans-
formation

mikroskopische ,reversible®

Beschreibung

\ irreversible Prozesse
enthaltende mikrosko-
pische Beschreibung

|
|
9 I
o
!
!

makroskopische irreversible

Beschretbung ‘\

Mittelwertbildung

Die erfolgreiche Konstruktion der Ljapunow-Funktion Q (7.1)
vermoge der Transformation A schlie(t eine sorgfdltige Unter-
suchung der Singularitaten der Gleichungen ein, die den Liou-
ville-Operator enthalten!?#),

In Zusammenarbeit mit Grecos und Theodosopulu'*™ konn-
te kiirzlich bewiesen werden, daB sich das Ljapunow-Funktio-
nal Q (7.1) fiir kleine Abweichungen vom thermodynamischen
Gleichgewicht genau auf die makroskopische GroBe 525 (3.2)
reduziert, wenn dazu nur die zeitliche Verdnderung der erhalte-
nen GroBen festgehalten wird. Wir haben dadurch ganz allge-
mein die Verbindung zwischen der Nichtgleichgewichts-Ther-
modynamik und der statistischen Mechanik zumindest im
linearen Bereich hergestellt. Es ist dies eine Erweiterung der
Ergebnisse, die im Rahmen der fiir verdiinnte Gase giiltigen
Boltzmannschen Theorie vor langer Zeit erzielt wurden!*®),

8. Schlufibemerkungen

Nun noch einige SchluBlbemerkungen.

Die Einbeziehung der thermodynamischen Irreversibilitit
vermoge einer Theorie nichtunitirer Transformationen fiihrt
zu einer tiefgehenden Anderung der Struktur der Mechanik
(Dynamik). Wir gelangen von Gruppen zu Semigruppen, von
Bahnen zu Prozessen. Diese Entwicklung befindet sich im
Einklang mit einigen wesentlichen Anderungen unserer Be-
schreibung der physikalischen Welt in diesem Jahrhundert.

Einer der wichtigsten Aspekte von Einsteins Relativitits-
theorie ist, daf3 wir die Probleme von Raum und Zeit nicht
unabhiingig vom Problem der Lichtgeschwindigkeit diskutie-
ren konnen, welche die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Si-
gnalen begrenzt. In dhnlicher Weise spielte der Verzicht auf
»Nichtobservable“ eine wichtige Rolle bei der durch Heisen-
berg begonnenen Herleitung der Quantentheorie.

Einstein und Bohr haben die Analogie zwischen Relativitat
und Thermodynamik oft hervorgehoben. Wir kdnnen Signale
nicht mit beliebiger Geschwindigkeit aussenden, wir kénnen
kein durch den zweiten Hauptsatz verbotenes Perpetuum mo-
bile konstruieren.

Vom mikroskopischen Standpunkt bedeutet letzteres Ver-
bot, dal GroBen, die aus mechanischer Sicht streng definiert
sind, keine Observablen sein konnen, wenn das System dem
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik geniigt.

Zum Beispiel kann die Bahn des Systems als Ganzes keine
Observable sein. Wire das namlich der Fall, kénnte man
in jedem Moment zwischen zwei Bahnen unterscheiden, und
der Begriff des thermodynamischen Gleichgewichts verlore
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seine Bedeutung. Mechanik (Dynamik) und Thermodynamik
schlieBen einander aus.

Interessant ist, daf} gegenwirtig auch andere Befunde darauf
hinzudeuten scheinen, da die Beziechung zwischen dynami-
schen Wechselwirkungen und Irreversibilitdt eine tiefere Be-
deutung hat, als man bisher dachte.

In der klassischen Theorie integrabler Systeme, die fiir die
Formulierung der Quantenmechanik so wichtig gewesen ist,
konnen alle Wechselwirkungen durch eine geeignete kanoni-
sche Transformation eliminiert werden. Ist das wirklich das
richtige Vorbild fiir die Betrachtung dynamischer Systeme,
besonders wenn Situationen mit Elementarteilchen und deren
Wechselwirkung beriicksichtigt werden? Miissen wir nicht
primédr zu einer nichtkanonischen Darstellung iibergehen,
die es zuldBt, auf mikroskopischer Ebene reversible und irre-
versible Prozesse zu entflechten, und danach nur den reversi-
blen Anteil abspalten, um wohldefinierte, aber noch wechsel-
wirkende Einheiten zu bekommen?

Diese Fragen werden wahrscheinlich in den kommenden
Jahren geklidrt werden.

Schon jetzt ermdglicht es uns aber die Entwicklung der
Theorie, mehrere Zeitebenen zu unterscheiden : mit klassischer
oder Quantenmechanik assoziierte Zeit, mit Irreversibilitit
durch eine Ljapunow-Funktion assoziierte Zeit und mit ,,Ge-
schichte durch Verzweigungen assoziierte Zeit. Ich glaube,
dafB} diese Mannigfaltigkeit des Zeitbegriffs die Verstindigung
der theoretischen Physik und Chemie mit Disziplinen erleich-
tert, die sich mit anderen Aspekten der Natur befassen.

Dieser Vortrag gibt einen Uberblick tiber Ergebnisse, die
in enger Zusammenarbeit mit meinen Kollegen in Briissel und
Austin erzielt worden sind. Es ist unmdglich, ihnen allen einzeln
zu danken. Ich mdichte jedoch meine Dankbarkeit gegeniiber
Professor G. Nicolis und Professor J. Mehra fir ihre Hilfe
bei der Vorbereitung der endgiiltigen Fassung dieses Vortrages

zum Ausdruck bringen.
Eingegangen am 4. Mirz 1978 [A 237]
Ubersetzt von Dr. Giinter Fritzsch, Frankfurt/Main
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